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ﬁ introduccion
X

e Las técnicas de elementos finitos fueron inicialmente
desarrolladas para el andlisis estructural

e Actualmente se emplean en préacticamente todas las
areas de la ciencia y la ingenieria

e Se reconocen como herramientas poderosas para la
solucion de ecuaciones diferenciales en general

e Son particularmente utiles al tratar medios con
geometria irregular y no homogeneidad
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Ecuaciones Diferenciales para
un Problema Estacionario

U
Aproximaciones de Elementos Finitos

U

Sistema de Ecuaciones Algebraicas

Ecuaciones Diferenciales para
un Problema Dinamico

U
Aproximaciones de Elementos Finitos

U

Sistema de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias
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Evaluacién estructural del
Museo de Arte de Lima

Primer modo de vibracion
Quincha T=185s

Mamposteria no reforzada

Estructura tipica con
irregularidad de rigidez y masa

Cuarto modo de vibracion
T=125s

Catedral del Cuzco |
CISI

I Modelo de un pilar

con elementos sélidos

Iglesia de la Sagrada Familia Basilica Catedral Iglesia del Triunfo
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Muro de Contencién Atirantado

Deformada al finalizar
el proceso constructivo

Maximos esfuerzos cortantes (kN/m) al ensayar tensores

Momentos flectores horizontales (kN m/m)
debidos al tensado y al empuje pasivo del suelo
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Momentos flectores verticales (kN m/m)
debidos a sismo, considerado como empuje activo
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ﬁ antecedentes
X

e Las ideas basicas del método de elementos finitos se
encuentran en diversos trabajos precursores

e Estrictamente son una extension de los métodos de
parametros indeterminados, propuestos por Gauss en
el siglo XVIII y mas desarrollados a inicios del siglo XX

e Los procedimientos de parametros indeterminados en
su forma “clasica”, basados en aproximaciones validas
para todo el medio estudiado, estan limitados a
situaciones relativamente simples

Método de parametros indeterminados:
& Viga simplemente apoyada con carga uniforme
7\

T X A
L ">~ parametro

Aproximacion: V(X) ~ sen [
funcién conocida — indeterminado

en este caso A puede interpretarse como la deflexién maxima

Con la aproximacién y sus consecuencias, la energia potencial:
e (V) = I 3E (V") dx —J.L vwdx = minima

se reduce a una simple funcién del parametro indeterminado A

‘El 2wl
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La solucién exacta es: % wi = 0.013021 wL

La forma de v(x) antes propuesta no es exacta, pero se parece mucho a
la forma correcta, lo que explica los buenos resultados

Sin embargo, cuando se tiene una geometria irregular, mas aun si el
material no es homogéneo, se hace dificil plantear una aproximacion
analoga, vélida para todo el medio estudiado

Effective stress,
megapascals

207

Figure 1. The distribution of
stresses inthe rotating blades
ofajelengine operatingina
steady state is shown as

modeled by DYMNA30

Figure 2. Simulation
of ajel-engine hlade
hreaking off. The
enging is shown
ane-third of &
rewolution after

the initial blade
release

Figure 4. MIKE3D simulated the flexing
movement of an index finger by using
information frorm magnetic resonance
irmaging and cormpufed tomography.
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&

ideas basicas del método de EF

En las técnicas de elementos finitos se resuelve el
problema dividiendo el medio estudiado en
numerosos “elementos”, que se interconectan en un
namero finito de puntos o “nudos”

Para cada elemento se hacen aproximaciones
distintas, de caracter local: y= Z N.(x,y) a

Habitualmente los parametros & que definen la
aproximacién son los valores numéricos de la(s)
funcién(es) incognita en los nudos. En tal caso, las
aproximaciones son propiamente interpolaciones

La idea bésica al emplear elementos finitos es que
cualquier funcion, por complicada que sea, puede ser
aproximada localmente por una funcion muy simple

La calidad de los resultados en una regién del modelo
depende de que tan bien las aproximaciones puedan
ajustarse a la solucion correcta

A medida que se reducen las dimensiones de los
elementos (se refina la malla) las aproximaciones
deben ser mejores. Si los elementos fueran
infinitesimales la solucién deberia ser exacta
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Figure 1: A 134,400-tetrahedron mesh produced by isosurface stuffing, with cutaway views. At the lower right is a histogram of tetrahedron
dihedral angles in 2* intervals; multiply the heights of the red bars by 20. (Angles of 45°, 60°, and 90" occur with high frequency.) The
extreme dihedral angles are 15.2° and 158.2°, This mesh took 55 seconds to penerate on a Mac Pro with a 2.66 GHz Intel Xeon processor,
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but the mesh generation time was only 642 milliseconds; nearly all the time was spent in the isosurface evaluation code

Labelle, F. and Shewchuk, J.R. Isosurface Stuffing: Fast Tetrahedral Meshes with Good Dihedral Angles. 2007 Siggraph Conf.

Proceedings

% ecuacion armoénica
A

Ecuacion diferencial:

Condiciones de borde:

C.B. esenciales

C.B. naturales flujo

conveccion

V'K(Vu)+Au+p=0 en Q
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& formulacion alternativa: energia potencial
7\

. (U)= IQ(E(VU)TK(VU)—%xuz ~ pujd-

2

_J‘S]Lﬂdshj'sq%h(u—uef)zdszmin
T T

S6lo uno de estos dos términos

Con la restriccion  U=U en §,

TS TaD

1
_\\....___ l_-{_

20 1

k= s:a,"'Equipotentialsr," At
w o s

Flujo bajo una presa a través de suelo no homogéneo (O.C.Zienkiewicz)
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Contornos de la funcién
de esfuerzos de Prandtl

[
Modelo de elementos ' \ | | ' ‘ ‘ ‘
finitos (media seccion) [ ‘ ‘

Funcién de esfuerzos de Prandtl — Seccion transversal del puente Tahuamani (Pefiafiel)

& aproximacion de elementos finitos
A

Para cada elemento:

Interpolacion local: u(x,y)~ N(x,y)-a
y ! f
E‘;ﬂﬁ'?;p‘?gzsg%né%ﬂg% paradmetros indeterminados

funciones de (valores nodales de u)
interpolacion

Gradiente: Vu~VN-.-a=B -a
permeabilidades

Componentes de flujo il

(ley de Darcy): q=K  -VuxK B -a
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La energia potencial 1, se reduce a una simple funcién de los
pardmetros indeterminados a:

m.(@) = [ [(Ba K (Ba)-2(NaJ 2(Na)—(NaJ' p)ca-
o . —J. (Na)" qdS=mir
n.(@=3a Ha-ab S

H=] (B"KB-NAN)dO

b= jQNT PO+ jsq N qdS

Por lo tanto: anp =0 = Ha-b=0
oa

& funciones de interpolacion (triangulos CST)
A

1
N =L —Z—A(a +hx+ay)

1 1 1
8 =% Yo =%, )
B-y—¥e  ATHX X%

i, j, mson permutaciones ciclicas de 1, 2, 3
L=A/A ; :
L+L+Ls= XZZLi Xi yZZLi Vi
i=1 i=1
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& solucion con elementos finitos CST
A

u=N;t +Nyu, +N; Uy
3

U
A u=(L, L L) r=Na
1 2 Uy

L =2—1A(a +Rx+q y)

U
Vu=i[bl . bsj u, =Ba
2AlC G G

Us
H=YH =3[ (B'KB-N"AN)d
' bb, bb; G oG GG
H“’"zZ’; bb, B bb [+ Plee, & %}
bb, bbb GG GG G

i 20 ho+be be+bg M
T PG tRG DG bGhe |- D11 21
be;+be be+be, g 112

1
_Nhe _ T T © _PA
b=>b —Z‘(J‘%N de+queN quj = b —?{1}+bt.

1
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convergencia de la aproximacion de EF

Los métodos de elementos finitos son intrinsecamente
aproximados

En el contexto de estos meétodos “convergencia”
significa que la solucidn aproximada tiende a la exacta
a medida que el tamafio de los elementos tiende a
cero

Para tener convergencia se requiere que las
aproximaciones sean suficientemente derivables y que
cumplan condiciones de consistencia, continuidad
(hasta cierto orden de las derivadas) y estabilidad

03/06/2009
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ﬁ consistencia
X

e En el limite, si las dimensiones de los elementos fueran

infinitamente pequefas, la aproximacion de elementos
finitos deberia reproducir exactamente las condiciones
supuestas para un elemento diferencial, que son la
base para las ecuaciones que estan siendo resueltas

Si en el principio variacional (o formulacion
equivalente) se incluyen la(s) funcién(es) y sus
derivadas hasta de orden m, las interpolaciones deben
poder representar exactamente situaciones en las que
la funcion o cualquiera de sus derivadas hasta de
orden m es constante

03/06/2009
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& continuidad
A

e Si la formulacion incluye derivadas hasta de orden m,
las aproximaciones para la funcion y sus derivadas
hasta de orden m-1 deben ser continuas en los bordes
entre elementos (esto permite descomponer cualquier
integral en todo el dominio en la suma de integrales
anéalogas sobre cada elemento)

e Las derivadas de orden m (o combinaciones lineales de
tales derivadas) no son necesariamente continuas; las
diferencias observadas en los bordes entre elementos
son una medida del error

Esfuerzos Cortantes en un Muro Debidos a Fuerza Lateral

Sapp—
= F

- N A

Elementos “Shell” SAP2000 Elementos “Plane” SAP2000
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& orden de convergencia
7\

e La precision depende de la regularidad de la funcién, de
la calidad de la aproximacion local y del tamafio, h, de
los elementos

e Si la aproximacién es un polinomio completo de grado
p=m, el orden de convergencia depende de que tan bien
ese polinomio puede aproximar localmente la expansion
de u en series de Taylor y por tanto resulta O(h P*1)

e Las derivadas de orden k convergen con O(hP+1-k)

e Este orden de convergencia puede no lograrse si el
problema presenta alguna singularidad
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& computo de los esfuerzos
7\

Los resultados de esfuerzos no son continuos en los
bordes entre elementos (incluyendo los nudos)

Antes de graficar, los programas comerciales promedian
los resultados obtenidos en cada nudo, lo que
proporciona mejores resultados que aquellos calculados
para cualquiera de los elementos por separado

En cada elemento, los resultados son mejores si se
calculan en puntos 6ptimos y luego se extrapolan a los
nudos

Pueden obtenerse resultados mucho mejores suavizando
los esfuerzos con wuna aproximacion de minimos
cuadrados

03/06/2009
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_Puntos de Colocacion Optima (superconvergentes)

| q Los esfuerzos evaluados en estos puntos convergen con
40 J:l--—— S— II" --— el mismo orden que los desplazamientos O(hP*t)
| i
| &
1 h
30 = ,.'__ —_— —_
| M f
1 I ]
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Wk —

|} de las tensiones de I

gy
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Muestred de esfuerzo cortante en puntos de Gauss con extrapolacién a nudos

Carga de 0.24 por unidad

Malla de EF
cuadraticos (Serendip)

Nooexe puntos de Gauss

Aproximacion de minimos cuadrados

Para cada componente de esfuerzo, g; , se plantea una
aproximacion suavizada, de la forma: 0, =N0o

o* agrupa los valores nodales suavizados y las N son las
mismas funciones de interpolacion empleadas para los
desplazamientos

Llamando §&;(X.,Y,) a los esfuerzos inicialmente obtenidos

en n puntos de muestreo (6ptimos), se minimiza:
2

1= 6,04 Y ~NOK. )7 )
k=1

De donde: - T * . T
' ZNk N, |0 = ZNk S; (%:Yk)
k=1 k=1

03/06/2009
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& estimacion del error
A

En lo que sigue, u,g,c se refieren a la solucion por EF,

A A A

mientras que (J,€,G denotan los valores exactos
g€,6 pueden aproximarse por €,0"

Los estimadores de error mas simples: €, =¢—¢
e, =0-0

pueden en algunos casos ser inadecuados

Varias formas de la norma de energia son de uso frecuente:

i

El =( J.Q(z—s* ) Dle—¢ )dQ) 2 =[ J.Q(o—cr* ) Dt(o—0" )dQ)

2

ﬁ refinamiento adaptivo de mallas de EF
* X

Una vez obtenida una solucion con elementos finitos,
pueden estimarse los errores en cada region del modelo
y modificar la malla de elementos para lograr la precisién
requerida

En el refinamiento-h se mantiene la misma clase de
elementos, pero se cambia su tamafio, haciéndose mas
pequefios donde se requiera mas precision y en otros
casos mas grandes, para no hacer un esfuerzo de
computo innecesario

El refinamiento puede hacerse subdividiendo los
elementos o generando una malla totalmente nueva (lo
que es mas eficiente)

03/06/2009
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Refinamiento adaptivo de mallas de Elementos Finitos

LY MM Y NNN ¢ o] W NN
Oripnal mesh 1196 N0FH Fiesh rehined for Lead A only Hesh retsmed for Losd B only Hesh refined lor Load A and B
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i
} T .
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& refinamiento adaptivo de mallas de EF
7\

El refinamiento automatico de la malla de elementos
finitos requiere:

e La estimacion del error en cada region del modelo
previamente usado

e La determinacion del orden de convergencia para el
tipo particular de elemento finito empleado

e La estimacion del tamafio de elemento requerido (en
cada region del modelo) para lograr los objetivos de
precision

e Un algoritmo de regeneracion de la malla confiable y
eficiente

03/06/2009
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& error admisible
ik

Error relativoenla n=| €]|/||u[x100%

norma de energia: _
ul _IQ £"De dQ
Considerando que: ||e||2 - Zm:”e”f
i=1
Si el error relativo maximo admisible es 1, el error en
cualquier elemento no debe exceder ” u||2
Jef, <71=-=

Definiendo & :||e||i/é la malla debe refinarse si g >1
y puede hacerse mas gruesa si & <1

& nuevo tamano de los elementos
A

Considerando el orden de convergencia |||, < h}

donde h, es el tamafio del elemento y p es el grado del
polinomio completo de aproximacion, se debe tener para

cada elemento: N
& <1 = nuevoh =h (&)™

Al refinar, la malla tiende a ser 6ptima y menos afectadas
por las singularidades, excepto en los elementos
adyacentes a las mismas, para los que:

1
nuevoh, =hy (&)™
A puede conservadoramente tomarse como 0.5

03/06/2009
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Secuencia de
refinamiento adaptivo

Basada en:

a) Igual distribucién del
error total en energia

b) Igual distribucién de la
densidad del error en
energia

c) Igual maximo error en
los esfuerzos

d) Igual maximo

porcentaje de error en
los esfuerzos

Menos que 5% en la
norma de energia
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L] l» ¥ X X L p_ o
E T B
y / s
7
7 :
‘ ;
7
P :
AL e
7 / :
i /
L B
10 | %
Malla 1

Mallas de elementos finitos
lineales (CST) para analisis de
viga corta en voladizo

Malla 3
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Nitacro de grados de libertad
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Refinsniento sdaptable hu ey I M
| con un elemento It ™ .
cnadratico . . — &
B Rtefinamiento uniforine
con un ¢lementa
L cuadritico =13

1 1 | 1 1 1

log &

AfE = 00356, Velsoulad wanwa dle convergendia para un refinamiente uniforme

P2 maxine velocidad e convergencia

Velocidades experimentales de convergencia para la viga corta en voladizo

14.00 14.00
12.00 12.00
10.00 10.00
8.00 8.00
6.00 6.00
4,00 4.00
Resultados con Resultados con
12 elementos malla refinada
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000 100 200 300 400 500 000 100 200 300 400 5.00

Momento Meridional en un Tanque Axisimétrico
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